Das Brachistochronenproblem

Ulrich Langenfeld

1 Das Exponat

Das Exponat besteht aus mehreren Bahnen, die zwei Punkte miteinander verbinden, den einen
hoher, den anderen tiefer gelegen. Eine Bahn ist die Gerade zwischen den beiden Punkten,
also die rdumlich kiirzeste Verbindung. Die anderen Bahnen sind gekriimmt: Sie fallen am
Anfang steil ab und laufen dann flach aus. Sie sind deutlich ldnger als die gerade Verbindung
zwischen den beiden Punkten.

Laft man jetzt gleichzeitig zwei Kiigelchen losrollen, so stellt man fest, dafi das Kiigelchen
auf der Geraden keineswegs zuerst unten ankommt. Vielmehr ist die Kugel auf der Bahn am
schnellsten unten, die steil, aber nicht zu steil am Anfang beginnt und am Ende flach ausléuft.
Es kann sogar vorkommen, dafi die Kurve teilweise unterhalb des tiefer gelegenen Punktes
verlduft. In Abbildung 1 kann man die Lage einer Kugel nach einer Laufzeit von einer Sekunde
fiir verschiedene Bahntypen sehen. Auf der schnellsten Bahn bendétigt der Massenpunkt 1 s
(Anm.: Die Kugel wird hier und im folgenden bei den mathematischen Uberlegungen idealisiert
als Punkt angenommen. Eine echte Kugel benétigt 1.18 s, Begriindung s. u.).

2 Problemstellung

Johann Bernoulli (1667 - 1748) hat im Juni 1696 in den ,,Acta Eruditorum“ folgendes Problem
gestellt (siehe [HT96], [Ber94)):

»,Wenn in einer verticalen Ebene zwei Punkte A und B gegeben sind, soll man
dem beweglichen Punkte M eine Bahn AM B anweisen, auf welcher er von A
ausgehend vermdge seiner eigenen Schwere in kiirzester Zeit nach B gelangt®.

Er bemerkt dazu, dafi die gerade Verbindungslinie zwischen A und B zwar die (rdumlich)
kiirzeste sei, diese aber nicht in der kiirzesten Zeit durchlaufen werde. Aulerdem unterstellt er
die Richtigkeit der Galilei-Hypothese, die besagt, dafl sich die Geschwindigkeit proportional
zur Quadratwurzel der durchfallenen Hohe verhilt (Heutzutage wird iiber das Fallgesetz kein
Wort mehr verloren).

Er gibt zur Losung eine Frist bis Jahresende, sollte bis dann keine Losung vorliegen, werde
er seine verdffentlichen. Auf Bitten von G. W. Leibniz (1646 - 1716), der inzwischen eine
Losung gefunden hat, verlingert er die Frist bis Ostern, damit sich auch die Gelehrten in
Frankreich und Italien mit diesem Problem auseinandersetzen kénnen. Danach wollen er und
Leibniz ihre Losungen veroffentlichen.

Leibniz konnte Jakob Bernoulli dazu bewegen, eine Losung zu finden, dem dieses Problem
eigentlich gleichgiiltig war. Mit seinem Losungsansatz schuf er die Grundlagen der Variati-
onsrechnung, die z. B. in der modernen Physik eine sehr wichtige Rolle spielt. Auch Newton
(1643 - 1727) legte anonym eine Losung vor, die aber sofort als von ihm stammend erkannt
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Abbildung 1: Lage der Kugel nach 1s

wurde. Auerdem 16ste L’Hopital (1661 - 1704) unter Anleitung von Jakob Bernoulli (1654 -
1705, Bruder von Johann) das Problem.

3 Losung von Johann Bernoulli

3.1 Bernoullis Idee

Bernoulli hat die Idee, das Snelliussche Brechungsgesetz aus der Optik zu verwenden. Dieses
Gesetz kann aus derselben Forderung gewonnen werden wie seine Aufgabenstellung, nédmlich
aus dem Fermatschen Prinzip: Ein Lichtteilchen minimiert die Laufzeit zwischen zwei Punk-
ten. Er stellt somit eine Analogie zwischen einem mechanischen und einem optischen Problem
her. Die Rolle der Beschleunigung iibernimmt hier eine variable optische Dichte, die zu einer
Veréinderung der Geschwindigkeit des Lichtteilchens fiihrt, da die optische Dichte umgekehrt
proportional zur Lichtgeschwindigkeit in dem Medium ist. Woher letztendlich die Beschleuni-
gung herriihrt, ist ja egal.

Das Brechungsgesetz Die optische Dichte ist fiir eine feste Wellenléinge des Lichtteilchens
eine Materialkonstante. Fillt aus dem Vakuum, das eine optische Dichte von n = 1 hat, ein
Lichtteilchen auf ein Medium mit hoherer optischer Dichte, so wird das Teilchen zum Lot hin
gebrochen. Aus der Forderung nach der Minimierung der Zeit, die das Licht zum Durchlaufen
der Medien 1 und 2 braucht, ergibt sich das Brechungsgesetz (siche dazu Abb. 2):

sinoy n9 U
2o (1)

sin o n1 Vo

Dabei bedeuten: «q, ay: Einfalls- bzw. Ausfallswinkel, ny, ns: optische Dichte der Medien 1
und 2, vy, ve: Lichtgeschwindigkeit in den Medien 1 und 2.

Die Sinus der Brechungswinkel verhalten sich also an jedem Punkt umgekehrt proportional
zur optischen Dichte. Bernoullis Idee ist es nun, die optische Dichte des Mediums sich mit der
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Abbildung 2: Das Brechungsgesetz

Dicke dndern zu lassen, und zwar modelliert er auf diese Weise die Galileihypothese nach.
Statt der Schwerkraft, die fiir eine Beschleunigung eines fallenden Koérpers sorgt, haben wir
eine sich dndernde optische Dichte, und gemifl dem Fermatschen Prinzip wihlt das Licht den
Weg mit der kiirzesten Laufzeit durch das Medium. Da also die Problemstellung analog ist,
mufl sich auch dieselbe Losungskurve ergeben, da es ja egal ist, woher die Beschleunigung
kommt. Bernoulli mufl nur die optische Dichte geeignet variieren.

3.2 Konstruktion der Kurve

Bei A (siehe Abb. 3) tritt das Licht in ein Medium mit einer optischen Dichte, die mit der
Eindringtiefe  des Lichts in das Medium variiert. Bernoulli legt wie in der Aufgabe gefordert
die Galilei-Hypothese zugrunde, d.h., Zeit o< /Weg. Die Strecke HC soll proportional zur
Lichtgeschwindigkeit (antiproportional zur optischen Dichte) des Mediums bei C' sein: v o
HC =t = y/az. Das Lichtteilchen legt dann die Kurve AM K in diesem Medium zuriick, siehe
dazu Abb. 4. Die optische Dichte an der Stelle M ist dieselbe wie bei C, da sie ja nur mit der
Eindringtiefe x variiert. Bernoulli betrachtet jetzt den Sinus des Neigungswinkels der Kurve
an der Stelle C' gegen die Vertikale (Lot), die er fiir die Anwendung des Brechungsgesetzes
bendétigt. Das Verhéltnis des Sinus dieses Winkels zur Strecke HC' ist gemafl Konstruktion
konstant. Es gilt

dy t
—~Z =— od dy = tdz . 2
q, — , oder ady z (2)
Er quadriert die letzte Gleichung, wendet auf das infinitesimal kleine Dreieck Mnm den Satz
des Pythagoras an dz? = da? + dy? und setzt die Beziehung zwischen ¢ und z ein. Damit
erhalt er:

dy = dz . 3
=z =a (3)
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Abbildung 3: Variation der optischen Dichte

Abbildung 4: Die Kurve des Lichtteilchens
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Abbildung 5: Bernoullis Zeichnung

3.3 Beweis, dafl die Differentialgleichung eine Zykloide beschreibt

Jetzt weist er nach, dafl dies die Differentialgleichung der Zykloide ist. Dazu iiberpriift er,
dafl die Definition der Zykloide erfiillt ist: Ein Punkt,der sich auf dem Rand eines auf einer
Geraden abrollenden Kreises befindet, beschreibt eine Zykloide. Es wird also eine Translation
und eine Rotation iiberlagert.

Betrachten wir einmal den Punkt K in der Abb. 5. Das Bild dieses Punktes unter reiner
Rotation sei L, er hat also bei der Drehung den Bogens K L zuriickgelegt. Nimmt man jetzt die
Translation hinzu, so ist das Bild von K jetzt M. Der Punkt K hat dabei noch das zusétzliche
Stiick LM zuriickgelegt. Weist man nach, dafl die Strecke LM gleich dem Bogen arcLK ist,
dann ist die Kurve eine Zykloide (die Spur des Punktes K beim Abrollen des Kreises auf der
Geraden AG ohne zu gleiten). Dazu formt er die Gleichung (3) um:

adz 1(a — 2z)dz

vax — x? S 2 vaxr — x2

T

dz
xT—a \/aa:—x2

(4)

[\;|,_.

Man sieht leicht, dafl

1 (a—22) d 5
Ve V- (5)

gilt. Wendet man den Hohensatz auf das rechtwinklige Dreieck GLK an, so folgt
|ILO* = |GO| - |LK| = z(a — x), mit z = |GO|, a=|GK|, = |LO|=+/z(a—z) (6)

Um den ersten Summanden zu integrieren, kann man entweder wie damals iiblich infinitesimale
Dreiecke betrachten, oder man weif}, da} arcsin eine Stammfunktion ist. Die alte Methode
funktioniert so: Man wende auf das infinitesimal kleine, rechtwinklige Dreieck GLO den Satz
des Pythagoras an, die Kriimmung der Seite G'L spielt keine Rolle.

(arcGL)? = (do)+(dL0)* @ da® + d(/a(a —2))" = (do)* + (2%7%))

z(a—zx

a— 2% ’ a ’
= [1+ ——— ] d2)?=| ——— | (dz)? 7
<+2 x(a—x)) (d2) (2 ac(a—a:)) (dz) @)
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Abbildung 6: Infinitesimales Steigungsdreieck

Heute rechnet man eher so:

G

g/ dx

2] Vax — x2
L

G G
g/ dz _/ dz
2L \/‘m_”’a—%""% L \/1_(%_1)
= < arcsin 2—$—1 G—EK(GL) (8)
- 2 T2 '

Man sieht, dafl beide Methoden zu demselben Ergebnis fiihren. Zusammenfassend erhalten
wir:

L

dy = %\/% — %(% Einsetzen der Glen. (5) und (8) in GI. (4) (9)
= d(arc(GL) — LO) (10)

M
/dy = CM = arc(GL) — LO Integration von Gl. (10) (11)

C

CO=CM+ MO Zerlegung der Strecke CO (12)
MO = CO — arc(GL) + LO Einsetzen von Gl. (12) in GI. (11) (13)
AG = CO = arc(GLK) CO ist genauso lang wie der Bogen GLK (14)
= arc(GL) + arc(LK) Zerlegung des Bogens GLK (15)
= CO — arc(GL) = arc(LK) Einsetzen von Gl. (15) in GL. (14) (16)
= MO = arc(LK) + LO = ML + LO Einsetzen von Gl. (16) in GI. (13) (17)
= ML = arc(LK) (18)

woraus folgt, dal KM A eine Zykloide ist.

4 Moderne Lésung

Johann Bernoullis Bruder Jakob hat mit seiner Losung die Variationsrechnung begriindet,
seine Idee war sehr weittragend, aber die konkrete Losung erscheint aus heutiger Sicht ziemlich
kompliziert. Ich werde eine Losung priisentieren, die die aus einem Variationsansatz folgenden
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Euler-Lagrange Gleichungen benutzt. Dabei sei darauf hingewiesen, daf die Euler-Lagrange-
Gleichungen nur eine notwendige Bedingung fiir die Losung sind. Zur Herleitung der Euler-
Lagrange-Gleichungen siehe [K6n97]

4.1 Anwendung des Variationsprinzips

Es sei v : [a, b] — R? eine fast iiberall stetig differenzierbare Kurve. Fiir ihre Bogenlénge s(7)
gilt:

/ 15(8) 1 = / VITF@rds (19)

Gesucht ist eine Kurve v € {y € C*([a,b]); 7(t = 0) = a,7(t = T) = b, T = min}. Der
néchste Schritt besteht darin, ein Funktional zu finden, das die Euler-Lagrange-Gleichungen
liefert. Hierbei helfen uns die physikalischen Definitionen leiten:

ds [ 1+ f(@)
t—/ Wd (20)

Hier wurde die Bogenlédnge eingesetzt und die ,,Galileihypothese“ benutzt: Aus dem Satz von
der Erhaltung der Energie smv? = mg(yo — y(z)) folgt die verwendete Beziehung fiir die
Geschwindigkeit v; g = 9,81 m s™° ist die Erdbeschleunigung.

Die Euler-Lagrange-Gleichung

2

d 9L _OL

= = 21
dz oy’ Oy (21)

liefert mit L = 7”21:]%;?))) folgende Differentialgleichung:
9(yo—f(z

d ( 1 f'(x) ) _ Ll Vit fe)? (22)
dz \ \/yo — f(z) /1+ f'(z)? 2\/(yo — f(2))*

4.2 Integration der Differentialgleichung

Dieser Ausdruck ist unhandlich, betrachtet man die Lagrangefunktion L, so sieht man, daf} es
eine Erhaltungsgrofle gibt, weil L nicht explizit von z abhingt. Es gilt:

oL
8Iy—L:c=const . (23)
Es ergibt sich jetzt folgende Differentialgleichung:
1
V291 + f'()?) (o — f(2))

Einsetzen, Vereinfachen und Trennung der Variablen unter vorldufiger Vernachlissigung der
Integrationkonstanten ergibt

_ 29(f — yo) 2gh
/ o= / \/1—2gc2 (F = v0) / V1= 2gen " (25)

=c (24)
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Die Integration 148t sich durch die Substitution

h(t) = é sin? % = é(l —cost), dh = é sin % cos % dt (26)
leicht ausfiihren. Man erhélt:
sin®f 1t ot 1 ot 1 ,
xz/ [ —sm?L 290 s1n§cos§dt:—@/sm idtz—@(t—smt)—i—to . (27)

Auflésen dieses Resultats nach ¢ ist analytisch nicht méglich, also erhélt man als Losung
folgende Kurve in Parameterdarstellung, wobei ¢, eine Integrationkonstante bezeichnet:

1

= e (28)

~y(t) = (ac(t), y(t)) = (a(t —sint), —a(l —cost)+ to), a
Diese Kurve 148t sich als diejenige Kurve interpretieren, die entsteht, wenn sich ein Massen-
punkt auf dem Rand eines Kreises mit Radius a bewegt, der ohne zu gleiten auf der z-Achse
abrollt. also eine Zvklaide.

Zykloide

_2,5 Il Il Il I Il Il Il I Il Il Il I Il Il Il
0

Abbildung 7: Zykloide

4.3 Diskussion von speziellen Anfangswerten

Wie sieht nun zu zwei gegebenen Punkten die sie verbindende Zykloide nun aus? Und wie lange
braucht ein Massenpunkt zum Durchlaufen dieser Kurve? Die erste Frage 148t sich teilweise
exakt beantworten. P; befinde sich im Koordinatenursprung, P, habe die Koordinaten (z2, y2),
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wobei die Punkte nicht iibereinander liegen sollen, sie diirfen aber auf gleicher Hohe liegen!
Im letztgenannten Falle wird klar, daf} eine gerade Verbindungslinie zwischen beiden Punkten
nicht zum Ziel fiithren wiirde. Der Massenpunkt bliebe bei P; liegen, der Umweg dient gerade
dazu, Schwung zu holen. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sich der Massenpunkt bei P;, daraus folgt
to = 0.

Die Bestimmung des Parameters a geschieht am einfachsten nach der Bernoullischen Me-
thode. Die rechnerische Schwierigkeit liegt darin, dal man zu gegebenen zwei Punkten den
Kurvenparameter ¢p, und den Radius a aus P, bestimmen muf}, was auf eine transzendente
Gleichung fiihrt. Folglich ist es auch schwierig, die Zeit auszurechnen.

Man kann allerdings einen Spezialfall betrachten: P, = (0,0), P, = (am, —2a). Man sieht,
daB man dann o. B. d. A. @ = 1 setzen kann und dal P, = v(0), P, = ~(n) gilt (y(¢) aus
Gl. (28)). Also braucht ein Massenpunkt von P, nach P, die Zeit

/\/ 2yt \/1—cost + sin® tdt— T (29)

V—29y(®) V/29(1 = cost) Nz

Die Losungskurve kann auch tiefer als der tiefere der beiden Punkten verlaufen. Das ist genau
dann der Fall, wenn |2—Z| > 7 ist (Az, Ay: Differenzen der Koordinaten der Punkte).

4.4 Vergleich mit anderen Bahnkurven

An dieser Stelle ist es interessant, einmal zu vergleichen, wie lange der Massenpunkt auf ande-
ren Kurven braucht. Dazu seien P, = (0,0), P, = (m, —2) wie eben gewihlt (Ldngeneinheiten
in m). Ich betrachte folgende Kurven, die an die zwei Punkte angepafit werden miissen. Ge-
gebenenfalls habe ich weitere einschrinkende Bedingungen gewihlt:

e Zykloide: z(t) = a(t — sint), y(t) = —a(1 — cost)

e Kreis: Radius r, Mittelpunkt M (mq,mo) = M(m4,0), r? = (x — mq)? + y?
o Gerade: y(z) =axr+b

e nach rechts gedffnete Parabel: y(z) = —/2pz

e nach oben gedffnete Parabel: y(z) = az® + bz + ¢ und Minimum in P,

e Erst frei fallen, dann mit der erreichten Endgeschwindigkeit weiter rollen:

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 zu sehen, die Kurven in Abbildung 8. Bis auf Zykloide
und Gerade sind die Zeiten numerisch bestimmt worden. Mit dem Satz von Tschebyscheff
[BSMM95] kann man folgern, dafl fiir den Kreis und die nach rechts geéffnete Parabel die
Integrationen nicht elementar ausfithrbar sind. Man kann sich aber auch zum Vergleich die
Geschwindigkeiten des Massepunktes auf den verschiedenen Bahnen anschauen. Es gilt fiir die
(Tangential-) Geschwindigkeit:

29y(z) . (30)

Man sieht, dal die Zykloide einen Mittelweg zwischen hoher Anfangsbeschleunigung und
Vorwértskommen in z-Richtung darstellt. Auf der Kreisbahn wird der Kérper innerhalb einer
kurzen Strecke auf eine hohe Geschwindigkeit gebracht, mufl aber dafiir ein langes Stiick
auslaufen. Bei der Geraden ist es umgekehrt. Die Zykloide stellt gerade das Optimum dar.
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Kurve angepafite Kurve Zeit [s] ~ [s] s(y) [m]

Zykloide — x(t)= t—sint = % fo dt = v ~ 1,00 4,00
y(t) = —(1 — cost)

Kreis y(z) = —y/ g — 12 el (2t 0?) Mz ~ 1,03 4,09

Gerade y(z) = -2z T = V”jgfr Jo zde = V\/; ~1,19 3,72

Parabel y(z) = —\/%7\/5 T = 27r1/4f Joz¥%/(rz+1)dz ~1,01 3,89

Vi ee-m)? ~1,05 4,65

Parabel y(z) = Z(@* —2mz) T = 279 Jo Vorz—a2

Freier Fall, = 0, > -2 T = 281 + _

1 ~
= =(2+3)  ~L14 514

weiterollen y=-2, y< 7

Tabelle 1: Durchlaufzeiten fiir verschiedene Bahnkurven

O ..'. T T T T T T | T T

— Kreis
---- Gerade
--- Parabel, rechts offen

-—-- Parabel, nach oben offen
--- Zykloide
Parallele

_2’5 | | | | | | | | | |

Abbildung 8: Bahnkurven
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Geschwindigkeit des Massenpunktes

10 | T T T T T T T T T T T T | T T T |
- -—- Parabel, nach oben offén
Parabel, rechts offen
8 ---+ Gerade
— Kreis
— i --— Parallele
£ -—-- Zykloide
E | T i
= . |
X
(@]
oS _
£
2
ey
(&) ]
"
[0}
(O]
1 | 1 1 1 |
0 0,785 1,57 2,36 3,14 3,93

x-Koordinate des Massenpunktes [m]

Abbildung 9: Geschwindigkeiten

Anmerkung zur Zykloide: Bei der Zykloide ist eine Auflosung der z-Koordinate nach
t nicht moglich. Deshalb habe ich sin(t) ~ t — ? angendhert und erhalte damit y(z) =
1 — cos(v/6x). Das ergibt einen maximalen Fehler von etwa 3% am Zielpunkt. Diesen Fehler

habe ich durch einen Korrekturfaktor f =1+ O'Wﬁx naherungsweise ausgeglichen.

5 Eigenschaften der Losungskurve

In diesem Abschnitt sollen einige Eigenschaften der Losungskurve diskutiert werden (vgl.
[K6n95]).

e Die Zykloide definiert auf I = (0, 27) eine stetig differenzierbare Funktion.
Beweis: v(t) = (z(t),y(t)) = (t —sint, —(1 — cost)), ©(t) = 1 — cost hat auf I = (0, 27)
keine Nullstelle. Also gibt es auf I = (0,27) eine differenzierbare Funktion mit der
Ableitung f'(z) = % = St Auf I = (0,7) ist f(z) monoton wachsend, auf I =
[, 27) monoton fallend. Wegen f”(x) = (1 — cost)™2 > 0 ist f konvex.

e Bogenlinge: Diese errechnet sich zu s(v) = [ ||7(t)||dt = [ |sin £|dt = 4(1 — cos £)
Fiir einen ganzen Zykloidenbogen (¢ = 27) findet man s(v, 0, 27) = 8. Die Bogenlinge
ist sogar rational! Man kann jetzt auf Bogenlinge umparametrisieren: Auflésen ergibt

¢ = 2arccos(1 — 7), daraus folgt dann

~v(s) = (2 arccos(1 — Z) — sin(2arccos(1 — Z)), cos (2 arccos(1 — Z)) - 1) (31)
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e Die Zykloide ist tautochron, das heifit, ein Massenpunkt braucht auf einem Stiick eines
Zykloidenbogens unabhiingig von seinem Startpunkt immer die gleiche Zeit, um den
tiefsten Punkt der Kurve zu erreichen. Beweis:

Es ist klar, daf} ,,Obere Grenze — untere Grenze“ nicht funktioniert, da wir sonst nicht
beriicksichtigen, dafl der Massenpunkt zu Beginn in Ruhe ist.

Wir lassen den Massenpunkt auf einem beliebigen Punkt Q(z¢, yg) der Zykloide starten,
fiir die z-Koordinate dieses Punktes gelte ohne Einschrankung der Allgemeinheit g < 7.
Wir verschieben die Zykloide jetzt so in y-Richtung um ¢ (0 < ¢ < 2) nach oben, daf}
@ auf der Abszisse liegt. Dazu gehort der Kurvenparameter ¢y = arccos(l — c¢), diese
Zykloide hat also die Parameterdarstellung y(t) = (t —sint, —(1 —c+cost)). Jetzt kann
man wie gehabt die Zeit ausrechnen:

1 — cos

dx
T = f/m :ﬁ[\/u—c—x)(lﬂ:)
T (33)

1—c
2 . ; ( /1—0—35)
—= ——11m arctan T —
\/ge—ﬂ 1+,’L‘ \/g

(Die Singularitéten an den Grenzen verhalten sich gutartig, das Integral findet man in
[BSMM95].) Also hingt die Zeit nicht von ¢ ab.

(t = arccosx) (32)

™

—€

6 Relevanz fiir den Unterricht

6.1 Modelle

Die Zykloide 148t sich zusammen mit einigen Vergleichsbahnen als Modell bauen. Als Masse-
punkte wird man am besten Kugeln verwenden, die auf einer Schiene hinunterrollen. Hierbei
mufl man allerdings das Trégheitsmoment der Kugeln bedenken, das heiflt, zur kinetischen
Energie kommt noch ein Rotationsanteil hinzu:

1 1 1 12 02 7

Ees . 2 - 2 _ Z - - e _ _ A

. 5 + 2®w 2mv + 55 wmv = mgh(x) (34)
1

= v= 7Ogh(x) | (35)

Das hat zur Folge, dafl die Bewegung um den Faktor \/% langsamer wird. Dadurch wer-
den die absoluten Zeitdifferenzen grofler, was den Effekt deutlicher werden 148t. Dabei ist die
Reibung noch gar nicht beriicksichtigt! Nimmt man statt Kugeln Hohlzylinder, so erreicht
man eine groBere Verlangsamung der Bewegung, nimlich um den Faktor v/2, da ein Hohlzy-
linder ein Trigheitsmoment von © = mr? beziiglich seiner Figurenachse hat, dieses ist also
zweieinhalb Mal gréfler. Ein solches Modell kann dann zeigen, dafl die Kugel auf der geraden
Verbindungslinie zwischen beiden Punkten linger als auf der Zykloiden braucht. Am besten
1aBt man zwei Kugeln gleichzeitig auf zwei Bahnen losrollen.

6.2 Analogien

Dieses Problem ist historisch unter anderem durch eine Analogiebildung gel6st worden: Wand-
le das Problem in ein anders um, von dem du die Lésung kennst oder einfacher zu l6sen ist.
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Nach der Devise kénnen auch Schiiler komplexere Probleme l6sen oder kompliziertere Fra-
gestellungen angehen. Diese Methode wird hdufig in der Physik angewandt, h&ufig auch nur
niherungsweise, da es nur drei Probleme gibt, die exakt l6sbar sind.

6.3 Extremwertproblem

Anhand dieses Beispiels kann man in der Oberstufe erklidren, dal es noch andere Typen von
Extremwertaufgaben als das Auffinden von Extrema von Funktionen gibt. Die Herleitung der
Differentialgleichung ist mit schulischen Mitteln nicht moglich (siehe [Buc86]), man kann aber
das Funktional angeben und dann fiir verschiedene Kurven die Zeiten numerisch ausrechnen.
Im Zeitalter des Computers diirfte das kein Problem sein.

6.4 Zykloiden im Alltag

Sicher werden sich einige fragen, ob es solche Kurven auch im Alltag gibt oder ob sich die
Mathematiker solche Sachen nur zum Selbstzweck ausdenken.

Das Ventil eines Fahrradschlauchs beschreibt eine Zykloide. Mit der Definition der Zykloi-
de ist klar, warum das so ist, es liegt ja eine Uberlagerung einer Drehbewegung mit einer
Translation vor.

Die Tautochronie der Zykloide und die Eigenschaft, dafl die Evolute der Zykloide wieder
eine Zykloide ist, nutzte Huygens, um eine bei allen Auslenkungen genau gehende Uhr zu
konstruieren. Das war fiir die Schiffahrt damals sehr wichtig, mehr dazu in [Vog97]. Fiir das
mathematische Pendel gilt ja eine gewisse Genauigkeit nur fiir kleine Auslenkungen.

6.5 Noch mehr Zykloiden. ..

Zum Schluf} noch einige Bemerkungen, was man noch mit der Kurve machen kann. Bleiben
wir beim Fahrrad. Das Ventil beschreibt eine (gewhnliche) Zykloide, wie sieht die Kurve aus,
die die Katzenaugen zwischen den Speichen beschreiben? Der Punkt liegt jetzt nicht mehr
auf der Peripherie des Kreises, sondern im Inneren. Man muf} also den Rotationsanteil der
Kurve mit einem Faktor A < 1 = R multiplizieren (Radius des erzeugenden Kreises), das
Ergebnis ist eine verkiirzte Zykloide, siche Abbildung 10. IThre Parameterdarstellung lautet:
ve(t) = (t — Asint, 1 — Acost), 0 < A < 1. Wie man sieht, hat diese Kurve keine senkrechten
Tangenten, sie definiert deshalb eine stetig differenzierbare Funktion von R — R.

Was passiert, wenn man A > 1 wihlt? Das Ergebnis ist eine verldngerte Zykloide, siehe
Abbildung 10. Hier tritt ein neues Phéinomen auf: Die Kurve besitzt Doppelpunkte. Sie kann
also keine Funktion R — R definieren.

Wer Lust hat, kann noch weiter spielen, zum Beispiel den Kreis auf einem Kreis abrollen
lassen. Der Phantasie sind keine Grenzen gesetzt. Der Computer kann auch hier hilfreiche
Dienste leisten. Eine andere Moglichkeit ist die Verwendung eines Spirographen. Dieser besteht
zum einen aus Zahnriddern mit Loéchern in verschiedenen Abstédnden zum Mittelpunkt, zum
anderen aus Linealen mit Zdhnen an den Kanten. Man kann jetzt einen Stift in ein Loch eines
Zahnrads stecken und auf einem anderen Zahnrad oder einem Lineal abrollen lassen. Dadurch
kann man verschiedene Rollkurven erzeugen.
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Typen von Zykloiden
i T T T T T T T T | T T ]
i — gewdhnliche Zykloide
| - verlangerte Zykloide
i PPPE PR LR - verkirzte Zykloide
i 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 |
3,14 0 3,14
X
Abbildung 10: Verschiedene Typen von Zykloiden
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